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Die Integralrechnung

Eine Funktion F, fiir deren Ableitung F'(x) = f(x) gilt, heiBt eine Stammfunktion der Funktion f.

Bemerkung:

Die Menge aller Stammfunktionen von f ist gegeben durch F(x) + C.

Schreibweise:

Jf(x)dx =F(x)+C (unbestimmtes Integral)

Rechenregeln:
1

1) | xdx==x*+C

) | ,

2) szdx=1x3+c
3

3) Jx" dx= Lxn+1 +C ("Potenzregel")
n+1
Die Potenzregel gilt auch fur negative Exponenten mit Ausnahme von n =-1.
4) J.x‘2 dx=—-1x"+C
5) Ildx =x+C
6) [ (f(x)£g(x)dx= [f(x)dx [ g(x)dx
7) [a-f(x)dx=a2- [f(x)dx
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Aufgaben:

1) | (—%xz)dx O

2) j(6x3—15x2+6x—2)dx O
3) j [(3x" + 4x)(2x+1)]dx &)
4) j(ax2—3ax+2)dx )

5) j(2x+1)“dx Q

6) [(ax’~3ax+2)da @

7) [(¢t-3t)dt @&
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Lésungen:
1 1
1) |(-=x})dx=—=x*+C
‘[ 3 9
2) J(6x3—15x2+6x—2)dx:;x4—5x3+3x2—2x+c
3) j [(3%* + 4x)(2x+1)]dx = j (6% +11x% + 4x)dx =
NN NI,
2 3
2 a; 3,
4) I(ax —3ax+2)dx=—x"——ax"+2x+C
3 2
1 1 1
5) |(2x+1)*dx==(2x+1)>-=+C=-—(2x+1)°+C
) J@x+1)" dx=_(2c+1)" 4+ C=—(2x+1)
2 2 1 2 1 2
6) j(ax —3ax+2)da=x -Ea —3x-5a +2a+C

1 1 1
7) j(xzt—stz)dt=x2 o324 C= -t +C
2 3 2
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Berechnung von krummlinig begrenzten Flachen

¥ =ix)

Losungsansatz:

Die gesuchte Fldache in Rechtecksflachen zerlegen und dann die Summe der

Rechtecksflachen berechnen (Berechnung der ,,Obersumme” und ,,Untersumme®).

. fivh

1 1
n=4 n=8

nil6
Verbesserung: Erhéhung der Anzahl der Rechtecksflachen
Folgerung:

Die ,,Obersumme” und die ,Untersumme” der Rechtecksflichen konvergiert gegen einen

gemeinsamen Grenzwert, den man auch als bestimmtes Integral bezeichnet.

Schreibweise:

jf(x)dx

j: Integralzeichen  a: untere Integrationsgrenze  b: obere Integrationsgrenze

f: Integrandenfunktion x: Integrationsvariable
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Anschauliche Bedeutung des bestimmten Integrals:

Das bestimmte Integral stimmt mit der MaRzahl des Flacheninhalts des entsprechend
begrenzten Flachenstlicks unterhalb des Funktionsgraphen Gs Gberein, d.h. mit Hilfe des
bestimmten Integrals kdnnen jetzt auch die MafRRzahlen der Flacheninhalte krummlinig

begrenzter Flachen berechnet werden.

Beispiel: f(x)=x*

2
A=J.x2dx
0
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Berechnung bestimmter Integrale mit Hilfe einer Stammfunktion

Jochen Weber

Ist F eine (beliebige) Stammfunktion von f, dann gilt:

[#(x)dx=[F(X)F =F(b)—F(a)

Beispiel:

Rechenregeln:

1)T(f(X) 1 g(x))dx =j f(x)dx = ig(X)dX
Z)Tk-f(x)dx =k- j.f(x)dx

3)j'f(x)dx = —jf(x)dx

4)‘a[f(x)dx -0

c b c
5)jf(x)dx=jf(x)dx+jf(x)dx firbelRmita < b < c
a a b
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Aufgaben:
1)

1 1
j(xa—x)dx= 1x“—lx2 =
% 4 2 .,

1 4_1.2_1._4_1._2:—1— —1:
_(Z’l 21J(4(1) 2‘”) 4(4)0

Skizze des Graphen:

A
y

2)
L 1,1 '
j(x2+x—2)dx= —X+=x-2x| =
b 3 2 s
= 1.13_,_1.12_2.1 — 1.(_2)3_,_3.(_2)2_2.(_2) =_11_31=_41
3 2 3 2 6 3 2

Skizze des Graphen:

A

y

3..
Gf

2..
1..

X

3 2 3

Folgerung:

Der Wert des bestimmten Integrals stellt eine Flachenbilanz dar.
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Berechnung der MaR3zahl von Fldcheninhalten

1) MaRzahl des Flacheninhalts einer Flache Uber [a;b] oberhalb der x-Achse:

Y
y = fix)

g

y

A= _b[f(x)dx

2) Maldzahl des Flacheninhalts einer Flache liber [a;b] unterhalb der x-Achse:

Ya

y=fix)
——t // A =

jf(x)dx

3) Maldzahl des Flacheninhalts einer Flache liber [a;c] oberhalb und unterhalb

der x-Achse:

Y

A= jf(x)dx+

jf(x)dx

Jochen Weber
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4) MaRzahl des Flacheninhalts von Flachenstlicken, die von zwei Graphen

begrenzt werden:

A= j(g(x)—f(x))dx

YA

A= j(f(x)— g(x))dx

X, X, b
A= j (F(x)—g(x)dx+ J’ (80x)—£(x))ax+ J’ (F(x)—g(x))cx

1 2



